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第 7 章  特征值与特征向量 

7.1 特征值和特征向量的定义，性质与计算 

  设 A是 阶方阵，若存在非零向量n x和常数λ，

使得 xAx λ= ，则称λ是 的特征值，A x是 的属于

特征值

A
λ的特征向量． 

例 1 已知 是矩阵 ( )Tkx ,1,1−=
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称为矩阵 的特征多项式，A 0=− AIλ 叫特征方程． 

例 2  矩 阵
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−−

222
222
220
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  矩阵A的特征向量有两个重要性质： 

（１）若 都是 的属于特征值21 , XX A λ的特征向量， 

则 也是 的属于特征值21 XX + A λ的特征向量； 
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（２）若X 是 的属于特征值A λ的特征向量, k是非

零常数，则kX 也是 的属于特征值A λ的特征向量． 

  如果将全体属于λ的特征向量再添一个零向量构

成一个集合，记作 λV ，那么这个集合关于向量的加法

和数乘向量这两种运算都是封闭的，也就是说， λV 是

nR 的一个子空间，称为特征子空间．这个特征子空

间的一组基就是属于这个特征值的线性无关的特征

向量．特征子空间的维数就是属于这个特征值的线性

无关的特征向量的最多个数．求某个特征值的特征向

量就要将它的全体特征向量表示出来，就等于说求出

特征子空间的基的线性组合． 

  矩阵的特征值与矩阵的其他参数有两个很重要

关系，他们是 

（１） 矩阵的所有特征值之和等于矩阵的迹（矩阵

的主对角元之和）即 
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（２） 矩阵的所有特征值的乘积等于矩阵的行列

式，即 

A
n

i
i det

1
=∏

=
λ ． 
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  一些有用的结论． 

（１） 若λ是 的特征值，则A λk 是kA的特征值，其

中k是常数． 

（２） 若λ是 的特征值，则A 2λ 是 的特征值． 
2A

（３） 若λ是 的特征值，且 可逆，则A A
λ
1
是 的

特征值． 

1−A

（４） 若λ是 的特征值，A )(xf 是一个多项式,， 则

)(λf 是 的特征值． )(Af
例 3 是三阶矩阵，A 1−A 的特征值是 1，2，3，则 A
的代数余子式 332211 AAA ++ =？ 

例4  已知
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个特征值λ对应的特征向量 ( )T111 −−=α ，求

λ,,, cba ． 

例5  设 阶矩阵的所有元素都是 1，求 的特征值．  n A
 

7.3 相似矩阵的概念及性质 

  设 A是 阶方阵，若存在可逆矩阵 ，使得

，则称 相似于 ． 

n P

BAPP =−1 B A
  方阵的相似是矩阵之间的一种等价关系．他们有 
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（１）反身性：每个方阵都和自己相似； 

（２）对称性：若 和 相似，则 和 也相似； A B B A
（３）传递性：若 和 相似，B和A B C 相似，则 和A C
也相似． 

  相似矩阵有相同的秩，相同的特征多项式，相同

的特征值，相同的迹，相同的行列式等． 

 

例 6 若四阶矩阵 与 相似，矩阵 的特征值为A B A

5
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，则行列式 IB −−1
=     ． 

例 7 设 
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BA ．则 与  A B

 合同且相似．    )(A )(B 合同但不相似． 

)(C 不合同但相似．  )(D 不合同且不相似． 

例 8 已知 3 阶矩阵 A与三维向量 x，使得向量组

线性无关，且满足xAAxx 2,, xAAxxA 23 23 −= ． 

  记)1( ( )xAAxxP 2,,= ，求３阶矩阵 ，使B
1−= PBPA ； 

  计算行列式)2( IA + ． 
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例 9 设 BA, 为同阶方阵， 

  （１）如果 BA, 相似，试证 BA, 的特征多项式相

等． 

  （２）举一个二阶方阵的例子说明 的逆命题不

成立． 

)1(

  （３）当 BA, 均为实对称矩阵时，试证 的逆

命题成立． 

)1(

7.4 方阵的相似对角化 

  方阵A可对角化的充分必要条件是 有 个线性

无关的特征向量． 

A n

   属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

例 10 设 21 ,λλ 是矩阵 的两个不同的特征值，对应的

特征向量分别为

A

21 ,αα ，则 )( 211 ααα +A, 线性无关

的充分必要条件是 

(A) 01 ≠λ .    (B) 02 ≠λ .   

(C) 01 =λ .     (D) 02 =λ .   

例 11 设 为三阶矩阵，A 321 ,, ααα 是线性无关的三

维列向量，且满足 

  3211 αααα ++=A ， 322 2 ααα +=A ，

323 32 ααα +=A  

(1) 求矩阵 ，使得 B
BA ),,(),,( 321321 αααααα = ； 
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(2) 求矩阵 的特征值； A

(3) 求可逆矩阵 ，使得P APP 1−
为对角矩阵. 

例 12  设矩阵
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A 的特征方程有一个

二重根，求a的值，并讨论 是否可相似对角化． A

例 13 设 阶方阵 满足n A 0652 =+− IAA ，试证明

矩阵 和对角矩阵相似．  A

例 14 设 阶矩阵n
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（1）求 的特征值和特征向量； A

（2）求可逆矩阵 ，使得P APP 1−
为对角矩阵． 

 

7.5 实对称矩阵的对角化 

  实对称矩阵的特征值一定是实数．也就是说，n阶
方阵一定有 个实的特征值． n
  实对称矩阵对应不同特征值的特征向量正交. 

  实对称矩阵的这个性质，使我们可以找到正交矩

阵，使得实对称矩阵和对角矩阵既相似又合同． 
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例 15 设 3 阶实对称矩阵 的秩为 2，A 621 == λλ 是

的二重特征值，若A ( )T0,1,11 =α ， 

( )T1,1,22 =α ， ( )T3,2,13 −−=α 都是 的

属于特征值 6 的特征向量， 

A

（１） 求 的另一特征值和对应的特征向量； A
（２） 求矩阵 ． A

实对称矩阵是一定和对角矩阵相似的，也就是说

它是一定可以对角化的．它的对角化有 2 种形式．它

既可以和对角矩阵相似，也可以和对角矩阵既相似同

时还合同．就是说，对于实对称矩阵 ，总存在可逆

矩阵 ，使它和对角矩阵

A
P D相似，  

DAPP =−1
， 

或存在正交矩阵Q，使它和对角矩阵Λ既相似又合

同，  

Λ==− AQQAQQ T1
． 

另外，它可以和对角矩阵合同，即存在可逆矩阵Ｔ，

使它和对角矩阵C 合同， 

CATT T = ． 

  给定实对称矩阵 ，求正交矩阵Q使其对角化的

步骤是： 

A

（１） 设 AI −λ ＝０，求出 的特征值 A

nλλλ ,,, 21 L ； 
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（２） 对每个特征值λ，解齐次线性方程组 

0)( =− xAIλ ，求出对应的特征向量．如果特征值

是单根，就对应一个特征向量；如果特征值是几重根，

就对应几个线性无关的特征向量； 

（３） 对于重的特征值，将对应它的那组特征向量 

施行施密特正交化．对每个重特征值对应的特征向量

全都正交化并单位化以后，所有的特征向量

就构成了一个正交向量组； nqqq ,,, 21 L

（４） 将所有正交的特征向量按列排成一个矩阵， 

令其为 ，那么Q是正交矩阵．有 ),,,( 21 nqqqQ L=

AQQAQQ T=−1
＝
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注意： 中 的排列顺序

要和特征值

),,,( 21 nqqqQ L= nqqq ,,, 21 L

nλλλ ,,, 21 L 的排列顺序一致，使得 恰

是

iq

iλ 的特征向量． 

例16 设 是( )Tx 211=
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向量，求 的值，并求正交矩阵 使得ba, P

APP 1−
为对角阵． 



2006 春季班                    线性代数 第 7 章 特征值与特征向量                    7—9 

例 17 设实对称矩阵
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阵 ，使P APP 1−
为对角矩阵，并计算行列式 IA − 的

值．    

例 18 设矩阵
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性方程组 bAx = 有解但不惟一，试求： 

  （1）a的值； 

  （2）正交矩阵Q，使 为对角矩阵． AQQT

 

7.6 相似对角化的应用 

 

例 19 求
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